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INTRODUCCION

En esta guia se presentan diversos problemas de Célculo Diferencial e Integral, algunos de
ellos resueltos. En las soluciones se muestran estrategias para modelarlos y resolverlos.
Algunos son so6lo ejercicios, en los cuales se desarrollan algoritmos para llegar a su
solucion. También se presenta un listado de problemas no resueltos para que se ejercite y
compruebe su solucion.

OBJETIVOS

El objetivo de esta guia es mostrar una forma de resolver un problema, la manera de
presentarlo, redactarlo de una manera sencilla, légica y proporcionarle algunas ideas para
enfrentar los problemas que contiene el examen.

MODO DE USO DE LA GUIA
Estudie los temas ligados a los problemas que se proporcionan y resuelva los problemas
de esta guia apoyandose en la bibliografia.

ACERCA DEL EXAMEN

El examen de conocimientos, fase uno del proceso del Examen Filtro, estara integrado por
problemas similares a los presentados en esta guia y, para acreditarlo se debera responder
correctamente por lo menos el 60% de ellos. La calificacidbn minima requerida es seis.

ASPECTOS PRINCIPALES QUE SE TOMARAN EN CUENTA PARA SU EVALUACION

a) CONTENIDOS CONCEPTUALES
¢ Definicion de conceptos.
e Representacion de conceptos matematicos usando diagramas, simbolos, etc.
e Reconocer, transitar y emplear diversas representaciones (tabular, gréfica, analitica o
verbal) de un concepto.
e Utilizar diversas interpretaciones de un concepto.
eReconocer y aplicar propiedades de un concepto.

b) CONTENIDOS PROCEDIMENTALES
Resolucion de problemas
e Desarrollo y aplicacion de estrategias para la resolucién de problemas de Calculo.
e Construir modelos matematicos, identificando patrones de comportamiento y
generalizando dichos comportamientos.

Razonamiento
eElaborar y comprobar conjeturas.
e Construccion y validacion de argumentos.
e Utilizar los razonamientos inductivo y deductivo.

Comunicacion o lenguaje
e Expresar en forma escrita los conceptos matematicos y la relacion entre ellos.
e Utilizar el lenguaje simbdélico del Célculo en la resolucion de problemas.



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

Unidad 1. Procesos infinitos y la nocion de limite

1. Unarana esta en un extremo de una tabla con un metro de longitud, salta primero a la mitad
de la longitud de la tabla, luego salta a la mitad del tramo que tiene adelante y continta
saltando cada vez la mitad del tramo faltante generando con la longitud de sus saltos una
sucesion. Suponiendo que la rana pudiera dar una infinidad de saltos determine:

a) la distancia que ha saltado hasta el salto n = 5;
b) el limite del salto cuando n tiende a infinito (n - );

c) el limite de la distancia total cuando n tiende a infinito(n — ).

Respuestas: a)% b) 0 c) 1

2. Una pelota se suelta desde una altura de un metro del suelo. En cada rebote alcanza 3/4
de la altura anterior (no se considera la fricciéon con el aire y con el suelo y el tiempo de
contacto de la pelota con el suelo se desprecia) ¢Cudl es la distancia vertical total que
recorre la pelota?

Respuesta: 7 metros

3. El punto C; divide al segmento AB que tiene una longitud de 18 centimetrosen dos partes
iguales, el punto C, divide al segmento AC, en dos partes iguales también; el punto C;
divide, a su vez, al segmento C,C; en dos partes iguales, el C, hace lo propio con C,C5, y
asi sucesivamente. Determine el limite del punto C,, cuando n crece indefinidamente (tiende
a infinito).

Respuesta: Observemos en la figura

2 C2 Ca C:3 Gy

las igualdades siguientes

1 1 1 1
AC]_ - EAB, C]_CZ = ZAB, C2C3 - §AB, C3C4_ = EAB

y asi sucesivamente.
Por otra parte, observemos que el punto C, se encuentra a la izquierda de (C;, el punto C; se

encuentra a la derecha de C,, el punto C, se encuentra a la izquierda de C;, es decir, los
puntos se van alternando de posiciéon con respecto al anterior.

=()as

= (E)oo-(Jos



= B)aw- o+ (Jas

- Qom - (Bow + (- (oo
CS:G)(IS) ()(18)+()(18) ( )(18)+(%)(18)

=< )(18) ()(18)+<%)(18) ( )(18)+ + (- 1)(——) (18)

6= 19)|(3) - (3)+ ()~ (g) ++ (3 |

Dentro del corchete se tiene una suma geométrica
1 1 1 1 1
si=(3)-(3)+ @)~ () -+ 0 (3)

2[1 1" 1
S=lim S, = lim - +(——) =§

n-oo now 3 (2 2

Cn:(w)[l - 1 +(%) (116>+ + (= 1)(_%)"]

lim C, = 18§ = 18( )
n—oo

es decir:

n

Como

Entonces
6

por lo tanto, la posicion final del punto es de 6 unidades a partir del punto A.

4. Obtenga lima, sia; =v6 ya, =6+a,_,
N—o0



5. Una circunferencia cuyo radio es R esta
dividida por n puntos en partes iguales.
Cada uno de los puntos sirve para
trazar desde él un arco de
circunferencia de radio r, hasta que se
corte con otros arcos trazados desde
los puntos vecinos. Calcule el limite de
la longitud del perimetro exterior
cuando n crece infinitamente.

6

Copo esférico. Un copo esférico (mostrado
en la figura de la derecha) es un fractal
generado por computadora creado por Eric
Haines. El radio de la esfera grande es 1. A
la esfera grande se unen nueve esferas de

.1 7
radio 3 A cada una de éstas se unen nueve

. 1
esferas de radio 5 - Este proceso es
infinitamente continuo. Demuestre que el
copo esférico tiene una superficie de area no
finita.

Respuesta: Denotemos por A el Area Superficial asi que:

A=4m(1%)+9 <47r (%)2> + 92 <47t (%)2> + ..=4(m+n+mT+) =00

7. Paralos procesos infinitos siguientes encuentre una funcion que los represente y determine

(si es posible) su limite respectivo.

a) _21§!_£1§1_§111"-
2 34 56
b) 2’llﬂl§l
2 33

8. Si h(x)=~———=, ;Por qué no existe h(0) ? Demuestre que Iirrol h(x) existe y obténgalo.
X!
Apoye ambas respuestas graficamente.

9. En un triangulo equilatero de lado 1 se inscribe la circunferencia de mayor area; con las
tangentes a dicha circunferencia y paralelas a los lados del triAngulo equilatero original, se
forman tres nuevos triangulos equilateros; en cada triangulo equilatero se vuelven a inscribir



las circunferencias de mayor area, se vuelven a trazar las tangentes a cada circunferencia
inscrita y paralelas a los lados del triangulo equilatero original, formandose en cada triangulo
equilatero tres nuevos triangulos equilateros; y asi sucesivamente, como se muestra en la
figura siguiente (se muestran los primeros tres pasos). Calcule la suma de las areas de los
circulos inscritos.

Paso 1 Paso 2 Paso 3

Respuesta: lera. Iteracion
Se calcula el area del primer circulo inscrito de radior;:

En el triangulo equilatero AABC, la perpendicular
BD divide a AC en su punto medio (probarlo), se
aplica teorema de Pithgoras en ABCD para
calcular hy:

- /12_@)2:]12:]%:@.

Ahora se calcula r;, notando que los tridngulos
BCD y BEF son semejantes, ya que los dos

N2 tienen un angulo recto y,Ios angulos CBD y EBF
A D c¢p=12 C son de 30° (probarlo), asi que

BE:EF : : BC:BD, luego

V3 V3

27N 1 2 N, V3 _, _ s 3

T1 _l’ T'1 - & 2 rl_ rl) Z_rlﬂ T1_6'
2

22, Iteracion

En el triangulo equilatero superior ABGH (es equilatero
por tener los angulos con vértice en G y H iguales a 60°
pues ambos se forman entre paralelas GH y AC y
transversales AB y BC y son correspondientes a los

y angulos con vértice en Ay C respectivamente y estos
F miden 60°), la altura h, se calcula mediante:
V3 3 1 1, 3
I'»] h2=h1—2T1=—— _=\/§(___)=_
2 6 2 3 6




h 2 1 .
Como h—z = 5= el ABGH se redujo a la tercera
1

SISl IS

. 1
parte del 4ABC, o sea, sus lados miden 5+3, luego

a2 - 1/3
Ahora se calcula r,, notando que los triAngulos BIH y BK] son semejantes, ya que los dos
tienen un angulo recto y los angulos HBI y KBJ son de 30° (probarlo), asi que

1

BJ:K] : : BH:IH, luego como | es punto medio del segmento GH, [H = % = % asi

V3 1 V3
r z7n_, 8 V3 V3

3
=T' = 4, ——T'2=2T2, _=3T2, T'2=—
6

T 6 6 18"

En el triangulo equilatero superior ABLM (es
equilatero por tener los angulos con vértice en Ly
M iguales a 60° pues ambos se forman entre
paralelas LM y AC y transversales AB y BC y son
correspondientes a los angulos con vértice en Ay
C respectivamente, y estos miden 60°), la altura h;
se calcula mediante:

V3 V3 \F( 1) _V3

h3—h2—22———2——? s Como

2 3

=== 5, el ABLM se redujo a la tercera

V3

hs _ 18 _ 6
V3 18
6

. 1
parte del ABGH, o sea, sus lados miden 3 +3, luego

Q
w
I
|

Ahora se calcula r3, notando que los triangulos BNM y BPO son semejantes, ya que los dos
tienen un angulo recto y los angulos MBN y OBP son de 30° (probarlo), asi que
1

BO: PO : : BM: NM, luego como N es punto medio del segmento LM,NM = % = 118 asi

V3 1 V3

B 3 3 s '3 V3 V3 V3

B8 "_9 18 "_9 — — 13 =213 — =3nr3 T3 = —.
T3 N T3 ' 18 ' 18 ' 54

Con las iteraciones anteriores ya se puede expresar la suma S de las areas de los circulos
inscritos:
2

2 2
V3 V3 V3 3 3 3
S—7T<?> +3-n<§> +9- 7T<54> + n(6—2+3-62_32+9-62_92+---)
3n(1+1 1+ )_31r (1)°+(1)1+<1)2+ _37TT
62 39 T 62 (\3 3 3 62

en donde la suma




1% (' 12 1\° /P12 1\"
P ) ) e [0 )]
(3)+(3)+(3)+ n‘l?o[3+3+3+ 3
es una serie geométrica de razoén % gue se calcula en la forma
1\ /P12 1\"
n=(3) +() +G) ++G)
3= -3 -G) -G) -G

2 10 1n+1
—T == — | -
e (3) G)

3
De donde
1 n+1 1 n
st (3) 3 ()
n 2 2 2’
3
0 sea
1 n
T= limT, = lim E—Q =E.
n—oo ' noowo |2 2 2
Asi pues

§= 3 (3) _ 9
S 62\2) 72
10. Encuentre el valor de la serie siguiente

- nn+1)
n=1

Respuesta:

Observemos que la expresion
1
nn+1)

se puede descomponer en sumas parciales de la manera siguiente

111
nn+1) n n+1

n n
" Lk(k+1) Li\k k+1
k=1 k

=1

Por lo tanto

Vamos a obtener una férmula para la n-ésima suma parcial, para esto vamos a ir escribiendo
los sumandos en escalera y sumando estos “telescopicamente”.



Valor de k Sumandok — ésimo

Total 1-—

Es decir,
n
Z 1
_ (k + 1) T n+1

de aqui se obtiene

: : 1
S = lim S, = lim (1—n+1)=1

n—oo n—oo

0 n

11. La serie )

n=1

— ¢es convergente? ¢ Cual es su suma?

12. Determine lima, si se tiene que:

n—o

1
a, =2, an = 3_—(11, n>1
-
13. Calcule el valor de los limites siguientes
a) lim [ ]
=0lyx+1-1

10



Respuesta:

i [ [ <\/x +1+ 1>] i x(Vx+1+1)
m m|—— =
x>0 \/x+ —1 OlVx+1-1\Wx+1+1 =0 x+1-1

b) lim

x—0

[\/x+1_
x

14. Un cuerpo al moverse con una velocidad Vv tiene una masa relativa m dada por la expresion

siguiente,
L)

1-(3)

Donde m, es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz.

m =

Calcule:

lim m = lim
-0 v-0 2
1-(%)
C

Respuesta: m

15. Calcule los limites siguientes

y /x2+p2_pb y x—3—1 . [ x—1 ]d I x2+x—1
a)xl_rgm_q )xl—l}}t‘{/m—l 2 5|2 —4x—5 3x—15 )x—l>r—n°° 2x+5

1) ;irgo(\/16x2+bx—c—\/16x2—bx+c)

16. Si Iinz1 f(x)=3

use las propiedades de los limites para calcular cada limite.

a) Jlgrzl [f ()]? b) 11m x;(:)S ) )lcl_rg % d) }Cl_rg V3f(x) —2x

e) lim [f(x)]* + x* ) lim |x2f (x) = =—

11



17. Suponga que la funcion f(x) satisface la inecuacion

1+x2£f(x)£2+x2

Para toda x # 0.

Evalte Iirrg f (0) e ilustrelo graficamente.
X—>

Unidad 2. La Derivada: estudio de la variacion y el cambio

2
18. Sea f(x) = x3, compruebe quef’(0) no existe.

Solucidn:
Puesto que
2 2
f(0+h)—f(0)_h§—0_h§_ 1
h " h  h hg
usando limites laterales
2 2
i P L i P L
R h T er(r)l+; =Y R Tk 1T T
3 hs

Por lo tanto, el limite en cero no existe, en consecuencia, la derivada en cero tampoco.

19. Sea f(x) = |x — al, pruebe que f’(a) no existe, ¢ Por qué dicha funcién no tiene recta
tangente en a?

20. Sea n un entero mayor o igual a 1. Calcule
n n
. x"—a
lim
x-a X —a
¢, Qué representa este limite?

Respuesta: na™ !

21. Mediante la definicion de la derivada de una funcion, derive: f(x) = % x # 0.
Respuesta: f(x) = —3x™*

22. Considere la afirmacién siguiente: Si la derivada de una funcién es cero en todo su dominio
entonces la funcién es constante. ¢ Es cierta la afirmacion anterior? Justifique su respuesta.

23. Suponga las afirmaciones siguientes
Si f es una funcién continua en su dominio entonces es diferenciable.
Si f es una funcion diferenciable en su dominio entonces la funcion es continua.

12



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

¢,Cudles de las afirmaciones anteriores son verdaderas? Justifiqgue su respuesta.
La ecuacién de movimiento de una particula esta dada por s(t) = 4t3 — 2t + 1, donde s
esta en metros y t en segundos, calcule v(2).

Respuesta: 46 m/s.

Elabore un registro tabular que exprese el maximo nuimero de regiones formadas por un
numero dado de cuerdas en un circulo. Deduzca una funcién que exprese el maximo
numero de regiones de un circulo en términos del nimero de cuerdas del circulo.

Respuesta: f(n) = %(n2 +n+2).

Demuestre que no existe una recta que pase por el punto (1,2) que sea tangente a la curva
y = 4x2,

El area de la superficie de una esfera aumenta a razén de: 1 cm?/s. ¢ A qué razén aumenta
el volumen cuando éste es de 36 cm3?

El punto que se apoya en el suelo de una escalera de 5 metros, recargada en una pared,
dx. . m d
se desplaza de modo quea =1— (constante). ¢Es constanted—y(del punto que se apoya
S X

en la pared)? Argumente.

, - . ..adv "y
¢Existe un recipiente en que, al aumentar el volumen del liquido, Ty (la variacion

instantanea del volumen del liquido) disminuya? Argumente.

Se lanza una piedra a un charco generandose ondas circulares concéntricas. Determine la
tasa de variacion de la superficie afectada cuando su radio es de 7 cm.

Sea g una funcién diferenciable tal que g(x + h) —g(x) =2xh+h?—2hy g(0) =2,
determine g(x).

Sombra en movimiento. Se deja caer un
costal de arena desde un globo
aerostatico que se encuentra a 60 metros
de altura; en ese momento el angulo de
elevacion del Sol es de 30 grados (ver Posicion:
figura a la derecha). Encontrar larazénde | (2 =60 — 4-9’\2 5 T
cambio instantanea del ritmo al que se | A

T

" Rayos
solares

mueve la sombra sobre el piso cuando el
costal estd a una altura de 35 metros. 2
P - e, , £ ’\ 300
(Sugerencia: La posicién del costal esta | — ' A
dada por s(t) = 60 — 4.9t2.) Trayectoria de la sombra

Solucion.

s(t) = 60 — 4.9t2

13



s’(t) = —9.8t
s(t) = 60 — 4.9t?> = 35

5
49t =25>t=—
V4.9
1 s(t)
tan30° = — = —= = x(¢t) = V3s(t
NG ©
dx  —ds 5 s
— =3-—=+3(-9.8) (—
dt \/—dt V3( )(«/4.9)
dx m
T~ -3834 — 30
dt seg '
x(t)
Unidad 3. Derivacion de funciones algebraicas
33. Usando la definicion de derivada, calcule f'(a), si f(x) = x
Solucién:
1 1
3 3 = -
f'(a) = lim f—(x) @ = lim —(\/—) (\/—) = lim r-«
x-a X—a x—-a X—a x=a X —Qa
Factorizando la expresion
i1
, ) X3 —as ) 1 1 1
f(a):)lclr% 1 1 2 1 1 2=hrlcllz %% §= 2 1 1 Z= 2

- <x§ — a§) (x§ + x3a3 + aE) T3+ x a3 + asa3 + a3 3as

Ix(2-x%)

34. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curvay = —— = en x = 4.
X

Respuesta: y + 7 = —%F(x —4).

35. Sea f(x) una funcion par. Pruebe quef’(x) = —f'(—x). Ademas, trace un bosquejo de la
grafica de la derivada.

36. Sea f(x) una funcion impar. Pruebe que f'(x) = f'(—x).Ademas, realizar un bosquejo de
la grafica de la derivada.

37. Encuentre la ecuacion de la recta tangente dada por la funcién f (x) = x* y que pase por el
punto (3, 4)

14



, . L, . ., 1
38. Encuentre una formula para la derivada enésima de la funcion y = X F 0.

Respuesta:
n! x~ M+ sines par
yr(x) = {

—n! x~+D 5in es par

39. Suponga que f™(a) y g™ (a) existen, es decir las derivadas de orden n existen.
Encuentre una formula para

f - ™ (@)

40. Encuentre una funcién polinémica f de grado N tal que f'(x) = 0 para precisamente n—1
numeros x.

41. ¢Por qué f(x) =+/x no es derivable en 0?

42. El namero a recibe el nombre de raiz doble de la funcién polinébmica, si
f(x) = (x—a)*g(x) para alguna funcién polinémica g(x). Pruebe que a es raiz doble de
f(x) siysélosi a esraizde f y f'alavez.

43.

Longitud de unasombra. Un hombre de

6 pies de altura camina a 5 pies por

segundo, camina hacia la luz que ésta se

encuentra situada a 20 pies de altura

sobre el suelo (ver la siguiente figura).

Cuando este hombre esta a 10 pies de la

base de la luz:

a) ¢a qué velocidad se mueve el
extremo de su sombra?

b) ¢a qué ritmo estd cambiando la
longitud de su sombra?

Solucién:

a) Con base en la figura de la derecha donde se
representan los datos e incégnitas
principales:

mediante la semejanza de triangulos obtenemos las 20
relaciones siguientes:

y
— =—2 =20y —20x =
y—x Oy 0x = 6y x

15



Porloque: 14y =20x =y = gx

Se sabe que:
dx pies
dt " segundo
por lo que
dy _10dx _dy 10 pies __50_pies
dt 7 dt dt 7 segundo 7 segundo
b)
dly—x) dy dx 50 pies (=5) pies ( 50 5) pies 15 pies
dt — dt dt 7 segundo segundo 7 segundo 7 segundo

Unidad 4. Comportamiento Gréfico y Problemas de Optimizacion

44.  Para la funcién f(x) = 3x* + 4x3,determine:
a) los puntos criticos.
b) los intervalos sobre los cuales f es creciente o decreciente.
c) los valores maximos o minimos locales de f.
d) los intervalos donde la funcion f es concava o f es convexa.
e) los puntos de inflexién.

f) su gréfica.
Respuestas:

a) x =0yx = —1.
b)

Intervalo Signo de f* Forma de la grafica
(=0, —1) - Decreciente
(=10 + Creciente
(0,00) + Creciente
¢) Minimo localen x = —1
d)
Intervalo Signode f°° Forma de la grafica
2
(—oo, — §) + Convexa
2
(— 3 0) - Cédncava
(0,00) + Convexa
e) Puntos de inflexiéon: x = —% yx =

16



f)

45. Para las funciones dadas determine:

g(x) =3x* —16x3 + 18x2y f(x) = 2x — 8 4+ 3Vx? — 8x + 16,
a) los puntos criticos
b) los intervalos en los cuales la funcidn es creciente o decreciente
¢) los puntos maximos o minimos locales de la funcién
d) los intervalos donde la funcion es concava o convexa.
e) los puntos de inflexion
f) su gréfica.

46. Dibuje la gréafica de una funcion con las propiedades siguientes:
a) f(0) = 0.
b) f(x) > Oparax < -1y -1 < x < 1,
C) f'(x) < Oparax > 1,
df“(x) >0 parax < -1,0 < x < 1yx > 1,
e)f(x) < Opara -1 <x < 0.
f) (1) no existe

Respuesta: y

17



46.

y=f100 s

n

Analice la gréafica de la funcién f* dada y traza una posible grafica de f(x)

Solucién:

Primero, observe que para x < —3, la grafica de f’(x) esta abajo del eje x, luego f'(x) < 0y
la grafica de f(x) es decreciente. La grafica de f“(x) es creciente para x < —3, lo cual significa
que f’(x) > 0y la grafica de f(x) es convexa. De la misma manera, se pueden analizar en

los intervalos (—3,4) y (4, ); los resultados se resumen en la siguiente tabla.

Como la concavidad cambia en x =
inflexion, pero no hay ninguna tangente horizontal, en cambio en x =
la concavidad. La grafica de f(x) es descendente a la izquierda de x =
derecha, luego debe haber un minimo relativo en x =

x Caracteristicas de y = f'(x) | Caracteristicas dey = f(x)
x <=3 Negativa, creciente. Decreciente, convexa.
x=-3 Interseccion con el eje x. Tangente horizontal.
—3 < x < 0.5 | Positiva, creciente. Creciente, convexa
x=05 Tangente horizontal. Posible punto de inflexion.
0.5 <x <4 | Positiva, creciente. Creciente, concava.
x=4 Interseccion con el eje x. Tangente horizontal
x> 4 Negativa, decreciente. Decreciente, concava.

—3, de manera andlogaen x =

0.5 (de arriba hacia abajo), alli se presenta un punto de
—3yx = 4 no cambia
—3 y ascendente a la
4 debe

haber un maximo relativo.
A continuacion, se muestran las graficas de f“(x) y una posible funcion f(x) que tiene todas

las caracteristicas requeridas. Observe que debido a que no se dan los valores de f(—3), f(0.5)
y f(4), muchas otras graficas cumpliran los requisitos.
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47.

20

f)

20

-30

A partir de la gréfica de la funcién f, esboce la grafica de f'.

40
20
2 2 4
-20
_q0
-60
~&0
-100
Respuesta:
; fx)
| 40
\ 7 .
\
\\ éf’x\' .
\ / N
4 / Y
\ / \
| -6 e -2 / N 2 4
\ 5,
\‘ / \\\ \\
\ -20 \ X
Y Y
\ NN
\‘\ \\
. \\ —40 \ “\
\\\ \ \\
Y -60 4
\‘_‘ \ \‘.
\ N
/ N i
/’ A —80 \ \\
/ \ A
/ g Y
/ — -100
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48.

En esta figura se dan las grdficas de f, f 'y "
31 Identifique cada curvay explique sus elecciones

NN N

49.

50.

51.

——

3 3 7 B g

; '1«1 ) ——
\
1 \\ /

Trace la grafica de las siguientes funciones. Determine sus intersecciones con los ejes; sus
maximos y minimos relativos; puntos de inflexién y cualquier otro elemento que le permita
obtener dicha grafica.

@) FG) = VE - % b) F(x) = x3(x — 1)2 Of () = WA -2

Construya un ejemplo de funciones f(x) , g(x) y h(x) para las cuales
f"M)=9"@Q) =h"(1) =0 y ademas se cumpla que:

En x, = 1, f(x) tiene un minimo relativo.

En x, = 1, g(x) tiene un maximo relativo.

En x, = 1, h(x) tiene un punto de inflexion.

Calcule las dimensiones del cilindro recto de menor superficie que tenga un volumen de un
litro (1000 cm3).
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52. A continuacion, se muestra la grafica de una funcion f(x) y las curvas a,b y c. Explique

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

60.

cual de las curvas es la grafica de una antiderivada de f(x)

Pruebe que la suma de un nimero y su reciproco es por lo menos dos.

Suponga que tiene un polinomio f(x) = x™ + a,_1x™" ! + - + a, con puntos singulares en
-1,1,2,3yf"(-1)=0,f"(1) > 0,f"(2) < 0,f"(3) = 0. Trace la grafica de f con todo el
detalle posible a partir de esta informacion.

Una bala de cafion se lanza desde el suelo con velocidad £ y segunun éngulo ¢ de modo
gue su componente vertical es fsena y la componente horizontal es £ cos« . Su distancia
s(t) sobre el nivel del suelo obedece a la ley s(t) = —4.9t? + (8 sin @)t mientras que su
velocidad horizontal permanece constante S cos« .

a) Pruebe que la trayectoria de la bala es una parabola.
b) Encuentre el angulo @ que hace maxima la distancia horizontal recorrida por la bala
antes de alcanzar el suelo.

Encuentre el nUmero minimo M tal que para cada valor de x que satisface la desigualdad
0<x<?2 setenga ‘ZXZ —x3‘SM

. . 1
Obtenga el nUmero maximo B tal que para cada x > 0, se tenga —+4X > B
X

Localice el punto en la parabola y*=2x que estd mas préximo al punto(1,4).

Calcule el area del mayor rectangulo que se puede inscribir en un semicirculo de radio r.

Un cono de papel para beber agua debe contener 10 cm?® de liquido. Encuentre la altura y
el radio del cono que requerira la menor cantidad de papel.
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61. Volumen méaximo. Encuentre el volumen del cono circular recto mas grande que puede
inscribirse en una esfera de radio r.

|~

Solucion. Considerando la figura siguiente que se relaciona con los datos e incognita que se
mencionan, se tiene:

Por semejanza de tridngulos se sabe que:

2r—h x
_ 2 — _
. _h=>x h(2r — h)

El volumen del cono es:

1 1 1 2
V= zmxth = =mh(2r — Wk = zwh? (2r — ) = e _Tys

3 3 3 3
derivando:
4mtr 4tr
V() =k - h? = h(T—nh)
Igualamos a cero:
4tr 4mtr
h(T—ﬂ.’h)=0ﬂh=0 (0] T—T[h=0
Como h # 0, se tiene que
b= 4r
3

Volvamos a derivar

4
v (h) = %r — 2h

evaluemos en esta segunda derivada el punto critico encontrado
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e (4717‘)_4717’ 2 (47‘)_ 47T7‘<0
3 )3 “"\3)7 73

. . . . L. 4
por el criterio de la segunda derivada, V tiene un maximo en h = ?r

Ahora, sustituimos este valor en x.

4r
xz = h(ZT—h) = ?<2T -] =
el volumen méaximo es:

V_n 8r? (41‘)_3271 2 \midades cibi
=3(5 ) = g " unidades cibicas.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
Unidad 1. Derivada de Funciones Trascendentes.

1. A partir de la gréfica de la funcién seno, esbozar la gréfica de su derivada.

A partir de la gréfica de la funcion coseno, esbozar la grafica de su derivada.

3. Determine el valor de los limites siguientes:

. sen(x) 1 —cos(x) _ 1
a) lim b) lim ——— c) lim xsen (—)
x—0 X x—0 X x—0 X

Respuestaa) 1 b) 0

Argumente la respuesta.

d) 1
) 20 sen(ax)

xsen(bx)cot (ax)

4. Encuentre la derivada de las funciones: sen(x) y cos(x) a partir de la definicion.

5. A partir de la derivada de las funciones seno y coseno, obtener la férmula para la derivada

de la funcién tangente tan(x) .

Solucién:
Sabemos que:
dcos(x)

cos(x) y P = —sen(x)

dsen(x)
dx

Utilizando la identidad por cociente de la funcién tangente y la regla del cociente, se obtiene

dtan(x) B cos(x) cos(x) — sen(x)(—sen(x)) B cos?(x) + sen?(x) B 1 _ 5
dx cos?(x) B cos?(x) ~os2(x)  ¢€ ()
es decir,
dtan(x)
e sec?(x).
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10.

11.

12.

13.

14.

- d . . .,
Utilice Esen(x) = cos (x) y el teorema de la funcion inversa para la derivada de una funcién

para obtener %arcsen(x) en el intervalo [—1,1].

El extremo de una biela que se mueve verticalmente en un motor de combustion interna es:
x(t) = 3sen(t) + 4 cos(t). Demuestre que la aceleracién y la posicién son iguales en
magnitud y opuestas en signo.

De una tira de metal de 60 cm. de ancho se quiere formar un canal de seccién transversal
un trapecio isosceles. ¢ Para qué angulo o el area de la seccién es maxima?

Canal

20

20

Dada la gréfica de la funcion exponencial f (X):ex, esboce la gréfica de su derivada

Dada la gréafica de la funcién logaritmo natural g(X)=In(X), esboce la gréfica de su
derivada.

Calcule los limites siguientes:

i In(1 + x) B i (x—l)x
a) lim ) lim 11

x-0 X X— 00

Un cable telegrafico submarino consta de un alma de cobre, con una envoltura de material
no conductor. Si X representa la razén del radio del alma al espesor de la envoltura, y se

. . ] 1
sabe que la velocidad V de transmisién varia como v = X In (— . Demuestre que la mayor
X

velocidad se alcanza cuando X =—.

&l

Obtenga los limites siguientes:

et e b i 40" = 310)%"
O ) I 3(T0)n-1 1 2(10)2n T

Encuentre la derivada de la funcion f (x)=In(x) a partir de la definicién.
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15.Si f(x)=log,(cosx) calcule f'(x).

16. Derive la funcién:

x2 + 2x
f(x) - ln xz _ Zx
Respuesta:
i 2
fx) = T XZ_a

17. Obtenga los puntos en donde las pendientes de las funcionesf(x) = 4*y g(x) = 2* son
iguales.
18.

Angulo de elevacion. El pescador de la
figura siguiente recoge sedal para capturar
su pieza arazén de 1 pie por segundo, desde
un punto que esta a 10 pies por encima del
agua. ¢A gué ritmo cambia el angulo 6 entre
el sedal y el agua cuando quedan por recoger
25 pies de sedal?

Solucién:

De la figura se tiene

10
sen(f) = ~
sabemos que: x
dx pie 10
dt segundo
derivamos la primera relacion 0
© de 10 dx
O T T dt
De esta manera
de 10 dx 10 25
&=~ 6O G = 5 (s ) 1)

10 1 2( 1 2(_1 2
=£(m)=§(\/52—5)=§(5\[2_1)=25\/2_1
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Finalmente

dao _ 2V21 rad

dt 525 7 seg

Unidad 2. La Integral Definida

19.

20.

21.

22.

23.

24

25.

Calcule el area de la region bajo la grafica de la funcién f(x)=x*—-4x+5, para 0 <x< 2
arriba del eje X, mediante rectangulos debajo de la curva.

Dada A(X) = I(G—t)dt , determine A'(x) de las dos maneras siguientes:
a

a) Usando una interpretacion geométrica

b) Usando el Teorema Fundamental del Calculo.

Si f es una funcién diferenciable, con f(1) =4, f(2) =6y ff xf (x)dx = 5Calcular
Determine

flzf(x)dx

Suponga que f es una funcion continua en los reales, demuestre que:

a) Sif es una funcion par, entonces[® f(x)dx =2 [, f(x)dx
b) Sif es una funcién impar entoncesffaf(x)dx =0.
c) f;f(—x)dx = f__;f(x)dx.

d) f‘ff(x +c)dx = f::ccf(x)dx.
e) Demuestre que

jl f (x)dx

£i| f (x)[dx

Calcule las integrales siguientes:

2 4 1 4 1
(l) f_l(x3—x)dx b) .[0 mdx C)-L mdx

, . m .
. Suponga que la velocidad de un objeto en metros sobre segundo (—) est4 dada por
S

v(t)=10+8t —t>. Calcule la distancia recorrida por el objeto durante los primeros 5
segundos.

S2

Sobre la luna la aceleracion de la gravedad es g = . En la luna se deja caer una

piedra desde un pefasco y golpea la superficie 20 segundos después. Calcular: ¢Desde
qué altura cay6? ¢ Cual era su velocidad en el momento del impacto?
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26. Encuentre el area de la region comprendida entre las graficas de las funciones f (x) =5x

y g(x)=x>—4x.

Solucién:
Las graficas de estas funciones se intersecan cuando:

3 —dx=5x=x>-9x=x(x?-9) =x(x-3)(x+3)=0=>x=-3,0,3

Puesto que tenemos dos regiones, el area total esta dada por

3

0 3 0
f [(x® — 4x) — 5x] dx + f [5x — (x3 — 4x)] dx = f (x3 —9x) dx + f (9x — x3) dx
-3 0 -3

0

=(_(—3)4 9(= 3)) < 32 _
4 2 2

_ (81 81)+(81 81)
- 4 2 2 4

34—
4

0

27. Determine el area de la region acotada por las curvas y = x3 — 6x? + 8x ey = x? —4x, en

el intervalo [0,4]

71
Respuesta: ?uz

28. Calcule las integrales

1
a)fxln(x+1)dx b) f \/%
0

Respuestas: a) % b) 22

29. Calcule el &area de la region comprendida entre el ejex y la grafica de la funcién

f (x)=sen(x) cuando xe[0,2m].

Unidad 3. La Integral como una Antiderivada

30. Encuentre las funciones F que satisfagan las condiciones dadas para cada caso.
a)f’(x) =8x2,f(0) = 1. b) f'(x) =+x, f(1)=2.

o)f (x) = 14x~*/3, £(16) = —60. d)f (x) = x*Vx, f(4) = 0.
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31. Calcule la integral indefinidaf xvx + 1 dx.

Respuesta:
2 2 3
fx\/x+1dx =§(x+1)5/2—§(x+ Dz +c

32. Calcule la integral indefinidaj % dx.

Respuesta:

x+1
f dx=x+2Inlx—1|+¢
x—1

33. Calcule las integrales siguientes, sin usar tablas de integracion:
Jsec(x) dx, fcsc(x) dx
34. Mediante el método de integracién por partes, calcule las integrales siguientes:
a) fexsen(x)dx b) fex cos(x) dx ) fx(x— 1)8 dx
Respuestas:
a) J.exsen(x)dx =%eX (sen(x)—cos(x))+c

b) _|'eX cos(x)dx :% e’ (sen(x)+cos(x))+c

c) Ix(x—l)sdx = x(x9—1)8 G +C

90
35. Calcule [ x? cos(x) dx por el método tabular

Solucién:

Esta integral la podemos calcular usando el método de integracién por partes, pero
utilizaremos el denominado método tabular. El método tabular que presentaremos aqui
hace que las integraciones por partes sean bastante sencillas, en especial en problemas en
los que se tienen que aplicar varias veces la integracion por partes. Este método funciona

bien en integrales de la forma

f x"sen(ax)dx, f x™ cos(ax) dx f x"edx, neN.
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Seau = x? y dv = cos(x) dx. Luego, se construye una tabla de tres columnas como la
siguiente:

Signos alternados uy sus derivadas v’y sus primitivas
+ —> x? cos (x)

_ —_— Jx sen(x)
+ —_— 2 T —cos (x)
- — —sen(x)

Derivar hasta obtener /

una derivada nula

La solucién se obtiene sumando los productos: (signo alternado) (u y sus derivadas) (v"y sus
primitivas de las entradas diagonales), es decir,

sz cos(x) dx = (+)x?sen(x) + (—1)2x(— cos(x)) + (+)2(—sen(x) + ¢

= x%sen(x) + 2xcos(x) — 2sen(x) + ¢

Explique por qué funciona el método tabular.

36. Mediante el método tabular, calcule las integrales siguientes:
a) fxz e* dx b) fx3sen(x)dx
Respuestas:
a) fxzexdx=(x2—2x+2)ex+c
b) jx3sen(x)dx = —x3 cos(x) + 3x?sen(x) + 6xcos(x) — 6sen(x) + c
37. Calcule las integrales siguientes

a) f(lx — 1|+ [2x + 1] dx b) Imdx c) fcos(\/E) dx

38. Resuelva las integrales siguientes:

a) f%dx b) f\/flog(x)dx c)f

arctg(x)
2e* +1 d) f

1+ x2

Vv1+eX

e) farctg(\/}) dx 1D fxzarctg(x)dx
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39. Calcular las siguientes integrales:

2 +1 6xd
a) fxe_x dx b) fxT dx ©) f X ix d) fxzx/x?’ —14dx e) f xax
0

3x2+2 x+3

40. Crecimiento de arboles. Un vivero de plantas verdes suele vender cierto arbusto después
de 6 afios de crecimiento y cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 afios es,

_ h .
aproximadamente, Z—t:1.5t+5 donde t es el tiempo en afios y h es la altura en

centimetros. Las plantas del vivero miden 12 centimetros de altura cuando se
plantan(t = 0).

a) Determine la altura después de t afios.

b) ¢Qué altura tienen los arbustos cuando se venden?

Solucién:

a) h(t) = f(l.St +5)dt = 0.75t> + 5t + ¢

Como h(0) = 12, se tiene
12 = h(0) = 0.75(0)2 +5(00) +c
sustituyendo en la funcién h,

h(t) = 0.75t% + 5t + 12
b) h(6) = 0.75(6)2 + 5(6) + 12 = 690 cm.

41. Encuentre el area A de la region limitada por el eje x y la grafica de la funciéon y = xv/4 — x
la cual se muestra en la figura siguiente.

—— I
/7 1 > 3 4

Solucién:
Sabemos que el &rea de la region estd dada por la integral, esta se muestra enseguida y
la resolveremos mediante integracién por cambio de variables.

4
A:f xV4 — x dx
0
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Hagamos el cambio

u=+v4—x = u?=4—x y2udu = —dx, también x = 4 — u?
Aplicando el cambio de variable a la integral, se obtiene

4 0 0
A= f xV4 — xdx = f (4 —u®)u(—2udu) du = ZJ. u? (u? — 4)du
0 2 2

_zjo(4 wydu=2|% — a(E T 2(32 32)— 64(1 1)
B AN E 3|7 7\5 T 3)7 53

Unidad 4. Modelos y Prediccién

42. La poblacién en un pais esta creciendo en forma directamente proporcional a su poblacién
en ese momento. Si en 2007 su poblaciéon era de 101 millones y en 2008 es de 104
millones. Calcule su poblacién para el afio 2024.

Solucién: Denotemos por y a la poblacion y por t al tiempo en afos,
Como la rapidez de crecimiento es directamente proporcional a la poblacion se tiene que

dy
a

donde k es la constante de proporcionalidad.

Separando variables

d
Y kdt
y

Integrando ambos lados
d
f7y=1n(y)=fkdt=kt+c

en donde y es mayor que cero (tamafio de la poblacion en el tiempo t)
Despejamos a la poblacion.
y = ekttc — pcokt — yoekt
donde y, = €€, llamada poblacién inicial
Como en el 2007 se tienen 101 millones, se tiene que para el tiempot = 0
101 = y(0) = yoe® =y,

Para el afio 2008, consideramos t = 1, se tiene

104 = y(1) = 101e*™M = 101ek
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despejamos k

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

r - 104 1.02970297 = k~0.03
e —101 . .

Para 2024 habran transcurrido 17 afios, es decir t = 17, la poblacién sera
aproximadamente de
y(17) = 101e%93(17) = 168.19 millones

Un cultivo de bacterias comienza con n, = 1000 y al cabo de 2 horas la poblacién aumenta
hasta 2500. Suponiendo que el cultivo crece con una rapidez proporcional a su tamario.
Calcule el tamafio de la poblacion a las 6 horas.

Respuesta: 15625 bacterias.

La vida media del radio 226 (?3§ Ra) es de 1590 afios. Esto quiere decir que la rapidez de

desintegracion es proporcional a la cantidad presente y que en 1590 afios se desintegra la

mitad de cualquier cantidad dada.

a) Si se tiene una muestra de 100 miligramos de(?3§ Ra), ¢cuantos miligramos se tendran
después de 1000 afios?

b) ¢Cuanto tiempo se requiere para tener una masa de 30 miligramos?

Respuestas:

a) 65 miligramos b) 2762 afios

Resuelva la ecuacion
dy _
, dx y
Respuesta: y = Aes, donde A es una constante.

Un cuerpo, a una temperatura desconocida, se coloca en una habitaciéon en la cual la
temperatura es de 18° (constante). Si después de 15 minutos la temperatura es de 8°y
después de 25 minutos de 12°. Determinar la temperatura inicial del cuerpo.

Una esfera maciza de metal se funde con una velocidad inversamente proporcional a su
radio. Si su volumen se reduce 5% en 20 minutos. ¢ En qué tiempo se derretira la esfera?

Se necesita una fuerza de 500 Ib para comprimir un resorte de su longitud natural de 10
pulgadas hasta una longitud de 9 pulgadas. Determine el trabajo realizado al comprimir el
resorte hasta una longitud de 8 pulgadas.

Encuentre la funcion y si:

dy dy 1
a)a:x(2x+y)2—2 b)azyz—x—2

La ley de Torricelli establece que el agua fluird desde una abertura en la parte inferior del
tanque con la misma velocidad que alcanzaria al caer desde la superficie del agua a la
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abertura. Una de las formas de la ecuacion de Torricelli es: A(h) % = —k./2gh, dondeh es

la altura del agua en el tanque, k es el area de la abertura de la parte inferior del tanque,
A(h) es el area de la seccion transversal a la altura hy g es la aceleracion debida a la

gravedad:(g = 32 pies). Un tanque semiesférico tiene un radio de 6 pies. Cuando el tanque

seg?
esta lleno, una valvula circular con un radio de 1 pulgada se abre en la parte inferior, como
se muestra en la siguiente figura. ¢ Cuanto tiempo es necesario para gque el tanque se vacie
completamente?

<— 6 pies —>1

Solucién:
Consideremos los valores conocidos

1 2
k=(ﬁ) T, g=32, x*+(@y—6)>=36
de la ecuacion de la circunferencia se obtienex? = —y? + 12y

por lo que el area A de la seccion transversal es A(h) = (12h — h®)n
mediante la forma de la ecuacion de Torricelli

dh dh 1
_ = — h2 _——
A(h) T ky2gh = (12h — h*)x T 14411\/64h

Reduciendo y separando variables

1 1 3
(216h — 18h2)h™2 dh = —dt = (216h5 _ 18hz) dh = dt
integrando

3

1o s hz
f(—216h2 +18h2) dh = fdt = 216 - | +18

2

=t+c

5

2

5
2

Simplificando en la Ultima ecuacién
3

h2z
= (36h—720) =t +c

Cuandoh=6, t=0 - %5(216 —720)=c ~c= %(—504) . c~ 148145

El tanque estd completamente vacio cuandoh = 0.
Asi, el tiempo es
t = 1481.45 = 24'41"segundos
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