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INTRODUCCION

En esta guia se presentan diversos problemas de Calculo Diferencial e Integral,
algunos de ellos resueltos. En las soluciones se muestran estrategias para
modelarlos y resolverlos. Algunos son sélo ejercicios, en los cuales se desarrollan
algoritmos para llegar a su solucion. También se presenta un listado de problemas
no resueltos para que te ejercites y compruebes su solucion.

OBJETIVOS

El objetivo de esta guia es mostrar como “atacar’ un problema, la manera de
presentarlo, redactarlo de una manera sencilla, l6gica y proporcionarte algunas ideas
para enfrentar los problemas que contiene el examen.

MODO DE USO DE LA GUIA
Estudia los temas ligados a los problemas que se proporcionan y resuelve los
problemas de esta guia apoyandote en la bibliografia.

ACERCA DEL EXAMEN

El examen estara integrado por problemas similares a los presentados en esta guia
y, para acreditarlo se debera responder correctamente por lo menos el 80% de ellos.
La calificacion minima requerida es ocho.

ASPECTOS PRINCIPALES QUE SE TOMARAN EN CUENTA PARA TU
EVALUACION

a) CONTENIDOS CONCEPTUALES

e Definicion de conceptos.

e Representacion de conceptos matematicos usando esquemas, diagramas,
simbolos, etc.

e Reconocer, transitar y manejar las diversas representaciones de un concepto:
tabular, gréfica, analitica y verbal

e Utilizacion de diversas interpretaciones de un concepto

e Reconocer y aplicar propiedades de un concepto

b) CONTENIDOS PROCEDIMENTALES
Resolucion de problemas
e Desarrollo y aplicacion de estrategias para la resoluciéon de problemas de
Célculo
e Construir modelos matematicos, generalizando comportamientos e
identificando patrones.

Razonamiento
e Elaboracion y comprobacion de conjeturas
e Construccion y validacion de argumentos
e Utilizacion de los razonamientos inductivo y deductivo

Comunicacion o lenguaje
e Expresar en forma escrita los conceptos matematicos y la relacion entre ellos
e Utilizacion del lenguaje simbolico del Céalculo en la resolucién de problemas
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Unidad 1. Procesos infinitos y la nocién de limite

1. Una rana parada en un extremo de una tabla de longitud un metro salta primero a la
mitad de la tabla, luego salta a la mitad del tramo que tiene adelante y contintia saltando
cada vez la mitad del espacio faltante generando con sus saltos una sucesion.
Suponiendo que la rana pudiera dar un nimero infinito de saltos determinar:

a) la distancia saltada hasta el salton =5

b) el limite del salto cuando n tiende a infinito (N — oo )

c) el limite de la distancia total saltada cuando n tiende a infinito (n — oo )

Respuestas: a) :; b) O c) 1

2. Una pelota es soltada desde una altura de un metro del suelo. En cada rebote alcanza
una altura de 3/4 de la altura anterior (no se considera la friccién con el aire y con el
suelo y el tiempo de contacto de la pelota con el suelo se desprecia) ¢Cudl es la
distancia total que recorre la pelota?

Respuesta: 7

3. El punto C; divide al segmento AB = 18 en dos partes iguales, el punto C, divide al
segmento AC; en dos partes también iguales; el punto C; divide, a su vez, al segmento
C,C; en dos partes iguales, el C, hace lo propio con C,Cj, y asi sucesivamente.
Determinar el limite del punto C,, cuando n crece indefinidamente (tiende a infinito).

Respuesta: Observemos en la siguiente figura

A GGy & €

B
1 1 1 1 ] :
AC, = 3 AB, CC, = 2 AB, CC, = s AB, CC, = % AB vy asi sucesivamente.

Por otra parte observemos que el punto C, se encuentra a la izquierda de C4, el C;
se encuentra a la derecha de C,, el C4 se encuentra a la izquierda de Cs, es decir los
puntos se van alternando de posicién con respecto al anterior.

c,- (%)(18)

c, - %)(18) (+as),
c, - %j(lS) (X as) + (%)(18)
c, - %)(18) () + (%j(lB) _ (%}(18)



. z( % )(18) _ (%)(18) " [%)(18) - ( 16

—](18) n

c. =( % j(lg) _ (%j(w) " (%)(18) - [ 16

—J(lS) n

es decir;

coml[3)-(3)-(3)-

L
16

J

1

1

Dentro del corchete se tiene una progresion geométrica

SONONGEEE

coal[3)-(2)+(3)-

Entonces lim,, ... C,=(18)s

|

1

16

1
32

|
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de aqui se tiene

1

2

1

=

1

=
o

T

n

1
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decir la posicion final del punto es de 6 unidades a partir del punto A .

. Obtener lim,_.a,si a = \fg y a, = f 6+a, ,

Joo

J9y-+ (-

)

1

. Una circunferencia cuyo radio es R
esta dividida por n puntos en partes
iguales. Cada uno de los puntos sirve
para trazar desde él un arco de
circunferencia de radio r, hasta que se
corte con otros arcos trazados desde
los puntos vecinos. Hallar el limite de
la longitud de la linea cerrada
resultante cuando n crece
infinitamente.

H s)



6

Copo esférico. Un copo esférico (mostrado
en la figura de la derecha) es un fractal
generado por computadora creado por Eric
Haines. El radio de la esfera grande es 1. A
la esfera grande se unen nueve esferas de

o1 ,
radio 7 A cada una de éstas se unen nueve

. 1
esferas de radio 5 Este proceso es

infinitamente continuo. Demuestre que el
copo esférico tiene una superficie de area
no finita.

Respuesta: Denotemos por A el Area Superficial asi que:

A=4x(1) + 9(4?;@)2) +9° (am G)z)+ w=4rt+mt+mt+-)=w

7. Para los siguientes procesos infinitos encuentra la funcion que los representa y

determina (si es posible) su limite respectivo.

0 V2, V23, | 2/2VE. .

8. Si h(x) :—2, ¢Porqué no existe h(0)? Demuestra que lim(x) existe y
X x—=0

calculalo. Apoya ambas respuestas graficamente.

9. Suma las areas de circulos inscritos en un triangulo equilatero de lado 1.
Observa la figura:

Calcula el area mediante la formula del triangulo; hazlo también con la suma de las
areas de los circulos que estan inscritos de manera sucesiva en los “huecos” que
hay en el triangulo.




o = 1
10. Encuentre el valor de la serie siguiente S = Z _—

= n(n+1)
Respuesta:
= 1
La serie S = tiene como primeras sumas parciales S, = —,
nZ::l n(n+1) P P )
ot bt gt 1 1o 11 11
2 6 2 6 12 2 6 12 20
- 1 .
Observemos que la expresion (—1) se puede descomponer en sumas parciales
n(n+
- 1 1 1
de la siguiente manera ——— = — —
n(n+1) n n+1
Por lo tanto

;ﬁ:;(%_ kilj

Vamos a obtener una férmula para la n-ésima suma parcial, para esto vamos a ir
escribiendo los sumandos en escalera y sumando estos “telescopicamente”.

Valor de k sumando k-ésimo

n+1

n
Esdecir S, = Z _1 1- L de aqui se obtiene
=1 k(k+1) n+1



S=lim S, =lim (1 1 J:l
n— o n—o n+1

0 n
11. La serie Z 5T ¢es convergente? ¢ Cual es su suma?
n=1
. , . . 1
12. Determinar lima, sisetieneque a =2, a, = , n>1
n—o0 3_an—l

13. Calcular el valor de los siguientes limites

i 2

Respuesta:
[im { X }: lim X VX+1+1 _lim X(VX+1+1) _5
X0 [Jx+1-1] x—0 | /x+1-1\Jx+1+1 X—0 X+1-1

3 -
2 Iim{—”l }

x—0 X

14.Un cuerpo al moverse con una velocidad v tiene una masa relativa m dada por la
siguiente expresion, donde m; esla masa enreposoy c es la velocidad de la luz.

m=— __ Hallar: lim™ = lim m
- (V) SR (A

Respuesta: m,

2 2
15. Obtén: lim MYX*P —P
X—0 ’X2+q2 _q

. . 3 x-3 -1
16. Obtén: lim YX———
Xx—4 4 X_3 _ l
17. Obtén: lim > x-1 — 2
x>5|  X°—4x-5 3x-15

) x?+x-1
18. Ilm{ 2X+5 }



) 3x?—2x-1
19. lim {}

bl X3 +4

20. Obtén: lim |y16X“+bx—c — X“—bx+c
l (\/62b J16x2 b )

X—>00

21. .Si |im f (x) =3, use las propiedades de limites para evaluar cada limite.
Im

X—2
x> +5
f(X)

o limL oL x & limy[ 1o+

X—2 X—2

e) |im{x2f(x)- i} N limy/3T()- 2x

X—2 f (X) X—2

a) lim [0 b) Iir2n

X—2

20. Suponga que la funcion f(x) satisface la inecuacion £ f(x) £ 2+ x’Para toda

X2

x=0.Evalie |jm f(x) e ilustre graficamente.

x—0

Unidad 2. La Derivada: estudio de la variacién y el cambio

2
21.Sea f(x)=x3, probar que f"(0) no existe.

Solucion:
2 2
_ 3_ 3
Puesto que f(0+h) f(O):h O:h—:i1 para h=0; usando limites laterales
h h h =
h3
2
lim h®_ lim i:+oo
h—-0" h  h-0
2
lim h® _ lim i:_oo
h-0 h ho0

. h? .
Por lo tanto lim— no existe.
h-0 h

22. Sea f(x) =‘X- 4 probar que f’(a) no existe.

n n

. . X' —a
23. Sea n un entero mayor o igual a 1. Calcular lim
x=>a X—a

¢ Qué representa este
[imite?

n-1

Respuesta: na



24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

1
Haciendo uso de la definicién de la derivada, derivar: f(x)=— ,x#0.
X

Respuesta: f(x)=-3x"

Considere la siguiente afirmacion: Si la derivada de una funciéon es cero en todo su
dominio entonces la funcién es constante. ¢ Es cierta la afirmacion anterior? Justifique su
respuesta.

Considere las siguientes afirmaciones

Si f es una funcion continua en su dominio entonces es diferenciable.

Si f es una funcion diferenciable en su dominio entonces la funcién es continua.
¢ Cuales de las afirmaciones anteriores son verdaderas? Justifica tu respuesta.

La ecuacion de movimiento de una particula esta dada por s(t) =4t* -2t +1, donde s
esta en metros y t en segundos, calcular v(2).

Respuesta: 46 m/s.
Elaborar un registro tabular que exprese el maximo namero de regiones formadas por un

namero dado de cuerdas en un circulo. Deducir una funcién que exprese el maximo

namero de regiones de un circulo en términos del nimero de cuerdas del circulo.
12
Respuesta: f(n) = E(n +Nn+2).

Demuestra que no existe una recta que pase por el punto (1,2) que sea tangente a la
curva y = 4x°

El area de la superficie de una esfera aumenta a razén de: 1 cm?/seg. ¢A qué razén
aumenta el volumen cuando éste es de 36 cm®?

El punto que se apoya en el suelo de una escalera de 5 metros, recargada en una pared,
dx m d

se desplaza de modo que @ =1— (constante). ¢ Es constante d)t/ (del punto que se

seg

apoya en la pared)? Argumenta.

, - - dv L
¢Existe un recipiente en que al aumentar el volumen del liquido, o (la variacion

instantanea del volumen del liquido) disminuya? Argumenta.

Se lanza una piedra a un charco generandose ondas circulares concéntricas. Determina
la tasa de variacion de la superficie afectada cuando su radio es de 7 cm.

Sea g una funcion diferenciable tal que g(x + h) — g(x) = 2xh + h> = 2h y g(0) = 2,
determinar g(x).



35.

Sombra en movimiento. Se deja caer un
costal de arena desde un globo
aerostatico que se encuentra a 60 metros
de altura; en ese momento el angulo de
elevacién del Sol es de 30 grados (ver Posicién:
figura a la derecha). Encontrar la razén $(2) = 60 — 4.9¢> T
de cambio instantanea del ritmo al que se | A

f

Rayos
solares

1
i

-

mueve la sombra sobre el piso cuando el 60V "2
costal estd a una altura de 35 metros. | =

(Sugerencia: La posicion del costal esta | -~ 139° N
dada por 5[,:] = 60 — 492 ) Trayectoria de la sombra

Solucion.
5(t) = 60 — 4.9t*
5'(t) == —9.8t
§=35=60— 4.9t
49t? =25

£n

T s[f]

v3  x(t) 30° ]
x(t) = V3s()

dx  ds X1

ax _ 3=

dt dt

ax _ f3( 95)( > )
dt “\Ja9

m
— A& —38.34 —
dt seg

Unidad 3. Derivacién de funciones algebraicas

36. Usando la definicién de derivada, calcular f (@) , si f(x) =5x* +2x—1

Solucion:
f@= M T-f@_ lim (5x'+2x-1)- (5’ +2a- 1)
X—>a X-a X—a X- a
e 2 2
f'(a)= lim  5(x°- a”)+2(x- a)
X—>a X-a
fg= MM Sx+a)x-a) - lim 2(x-a)
X—a X- a X—a X-a

s

. lim lim
f(a)= 5(x+a)+ 2
X—a X—a

f (a)=10a+2

37. Encontrar la ecuacion de la recta tangente ala curva y = enx=4

x(2-x%)
X

10



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Respuesta: y+7 = —285(x -4).

Sea f(x) una funcién par. Probar que f'(x) = —f'(—x). Ademas, trazar un bosquejo de
la gréfica de la derivada.

Sea f(x) una funcién impar. Probar que f'(x) = f'(—x). Ademas, trazar un bosquejo de
la gréfica de la derivada.

Dy =In(4x- 7)"
Deriva las siguientes funciones:  2)y = 4Sen(e™ %)

3)y=\/§

. , - . 1
Encontrar una formula para la derivada enésima de la funcion y=—, x#0.
X

nix ™ si-n-es- par
—(n+1)

Respuesta:  y"(x) = { |
—nix

...Sl-n-es-impar
Supongamos que f'™* (a)y g™ (o) existen, es decir las derivadas de orden n existen.
Encuentre una férmula para (f - g)"™ (a).

Encuentre una funcién polinémica f de grado n tal que f'(x) = 0 para precisamente
1. — 1 ndmeros x.

El nimero a recibe el nombre de raiz doble de la funcion polinbmica, si
f(x) = (x —a)*g(x) para alguna funcién polinémica g(x). Pruebe que a es raiz doble
de f(x) siysoOlosiaesraizde fyf alavez.

Longitud de una sombra. Un hombre de 6
pies de altura camina a 5 pies por segundo,
camina hacia la luz que ésta se encuentra
situada a 20 pies de altura sobre el suelo
(ver la siguiente figura).

Cuando este hombre esta a 10 pies de la
base de la luz:

a)

b)

éa qué velocidad se mueve el extremo
de su sombra?
éa qué ritmo esta cambiando la longitud
de su sombra?

Solucién:

a) En lafigura de la derecha se representan
los datos e incognitas principales:

11




De la semejanza de triangulos se sabe que:

20_ Y . 20y —20x=6y
6 y-—X
10

Porloque: 14y=20x .. y= 7x 20

dx pies 6
Se sabe que; —=-5—— <

d dt segundo 1 =

Ademas: d_10ac . dy_10 5 P& §

d 7dt " odt 7 segundo

dy _—50__pies

Por lo que
dt 7 segundo

oy 40-X_dy_dx d(y—x):(_@_ _Sj&
dt dt dt dt 7 segundo

dly —x) 15 pies

d(y—x) :(_@Jrﬁj pies N dt 7 segundo
dt 7 7 )segundo

Unidad 4. Comportamiento Grafico y Problemas de Optimizacién

46. Para la funcion f(x) = 3x* + 4x%, determinar:
a) los puntos criticos.
b) los intervalos sobre los cuales f es creciente o decreciente.
c) los valores maximos o minimos locales de f.
d) los intervalos donde la funcion f es concava o f es convexa.
e) los puntos de inflexion.
f) su grafica.
Respuestas:

a) x=0yx=-1.
b)
Intervalo f Forma de la gréfica
(-o0, -1) - decreciente
(-1, 0) + creciente
(0, ) + creciente

¢) Minimo local en x = -1
d)
Intervalo f Forma de la gréfica

(-0, —%) + Convexa

12



(—21 0) - Céncava

(0, ) + Convexa
e) Puntos de inflexion: (0, 0) y _E’_E .
3 27
f) -
11
1 1
1-1

47. Para las funciones g(x) = 3x* —16x* + 18x* y f(x)=2x—8+3 § x*—8x+16 ,

determina:
a. los puntos criticos
b. los intervalos en los cuales la funcidn es creciente o decreciente
c. los puntos maximos o minimos locales de la funcion
d. los intervalos donde la funciéon es céncava o convexa.
e. Los puntos de inflexion
f. Su gréfica.

48. Dibujar la gréfica de una funcién con las propiedades siguientes:
a) f(0) =0,
b)f(x) >0 parax<-1y -1<x<1,
c)f'(x) <O parax>1,
d)f"xX)>0 parax<-1,0<x<lyx>1,
e) f'(x) <0 para -1 <x<0. 4
f) (1) no existe
Respuesta:

v

H
b

-1

funcibn <« Creciente —, «— creciente j, «—decreciente 5
concavidad <«—— U —pe N—pet U pe— ) —>

49. Analizar la gréafica de la funcién f* dada y trazar una posible gréafica de f(x)

13



2y =f(X)

10

—10

Solucion:
Primero, observe que para x < -3, la grafica de f'(x) esta abajo del eje x, luego f'(x) <0y la

gréafica de f(x) es descendente. La gréfica de f'(X) es ascendente para x < -3, lo cual significa
que f7(x) > 0 y la grafica de f(x) es convexa. De la misma manera, se pueden analizar en los

intervalos (-3, 4) y (4, «0); los resultados se resumen en la siguiente tabla.

X Caracteristicas de y = f'(x) Caracteristicas de y = f(x)
X<-3 Negativa, creciente Decreciente, convexa.
x=-3 Interseccién con el gje x, Tangente horizontal.

-3<x<05 Positiva, creciente Creciente, convexa
x=0.5 Tangente horizontal Posible punto de inflexién
05<x<4 Positiva, decreciente Creciente, concava.

Xx=4 Interseccién con el eje x Tangente horizontal
X>4 Negativa, decreciente Decreciente, concava.

Como la concavidad cambia en x = 0.5 (de arriba hacia abajo), alli se presenta un punto de
inflexién, pero no hay ninguna tangente horizontal, en cambio en x = -3 y X = 4 no cambia la
concavidad. La grafica de f(x) es descendente a la izquierda de x = -3 y ascendente a la
derecha, luego debe haber un minimo relativo en x = -3, de manera analoga en x = 4 debe
haber un maximo relativo.

A continuacion se muestran las gréaficas de f(x) y una posible que tiene todas las
caracteristicas requeridas para y = f(x). Observe que debido a que no se dan los valores de
f(-3), f(0.5) y f(4), muchas otras graficas cumpliran los requisitos.

y =f(x)

—20

—30

14



50. A partir de la gréfica de la funcion f, esbozar la gréfica de f".

f(x)

40

20

—20

—40

-60

—&0

—100

Respuesta:
f(x)

40

-20

—40

-60

—&0

-100

51. Traza la gréfica de los siguientes ejercicios. Determina los extremos relativos, los
intervalos donde f es creciente y decreciente.

a) f(x) =/x - \/1;
b) f (x) = x*3(x - 1)*

c) f(X)=xV4- x°

52. Calcule las dimensiones del cilindro recto de menor superficie que tenga un volumen de
1litro (1000 cm?®).

15



53.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Pruebe que la suma de un nimero y su reciproco es por lo menos dos.

Suponga que tiene un polinomio fl{x) = x™ + a,, x™ ' + ---+ @, con puntos singulares en
-1,1,2, 3y F(—-1)=0,f"(1) =0,f(2) =0, F°(3) = 0. Trazar la grafica de f con todo
el detalle posible a partir de esta informacion.

Una bala de cafion se lanza desde el suelo con velocidad 8 y segun un angulo a de
modo que su componente vertical es Bsin @ y la componente horizontal es f§ cose. Su
distancias(t) sobre el nivel del suelo obedece a la ley s(t) = —4.9t%+ (fsina)t,
mientras que su velocidad horizontal permanece constante 5§ cos .

a) Pruebe que la trayectoria de la bala es una parabola.
b) Hallar el angulo & que hace maxima la distancia horizontal recorrida por la bala antes
de alcanzar el suelo.

Encuentre el minimo ndmero M tal que para cada valor de x que satisface la
desigualdad 0<x<2 setenga ‘ZXZ - xs‘ <M..

. . 1
Encuentre el maximo nimero B tal que para cada x > 0, se tenga +4x/ > B .
X

Encuentra el punto en la parabola y?= 2x que esta méas préximo al punto (1, 4).
Calcula el area del mayor rectangulo que se puede inscribir en un semicirculo de radio r.

Un cono de papel para beber agua debe contener 10 cm?® de liquido. Encontrar la altura
y el radio del cono que requerira la menor cantidad de papel.

Volumen maximo. Encontrar el volumen del cono circular recto mas grande que puede
inscribirse en una esfera de radio r.

|t~

Solucién. Considerando la siguiente figura que se relaciona con los datos e incognita que se
mencionan, se tiene:

16



2r—h

Por semejanza de tridngulos se sabe que: — = % ~x*=h(2r—h)

El volumen del cono es: V' = i’ﬂ.':x:h ~V(h) = ;T’Eh(ﬂ‘r‘ — h)h

1 2mr T
. = — 2 —_ - — 2 _ 1.3
=~ V(h) Eﬂh (2r—h) -~ V(h) = h Eh
Asi que: V'(h) = —Tﬂ h—mh? ~V'(h) = h{“-ﬂﬂ —?rh)

4mr

Haciendo: V'(h) = 0 setiene: h =0 o - —mTh =0

Desdeque: 0 <= h=<2r ~h=+20 .-.4'3£=nh .-.h=?
4mr

Ahora que:  V"(h) = —~ — 2mh
4y dmor 4y 4y 4y 4y
() () o () )<
3 3 3 3 3 3

P L. 4
Asique V' es maximo para: h = .

dy dy . g1 Zyﬁr
( ) LnXTE=E— nx = 3

8r2 \ r4r 32m
T (— )(—) ~ V= ETE unidades ciibicas.

17



CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Unidad 1. Derivada de Funciones Trascendentes .

) . sen
Determinar el valor de ||m {

X
} Argumente su respuesta.
X

x—0

Respuesta: 1

Determinar el valor de lim {l—COS X} Argumente su respuesta.
X

x—0

Respuesta: 0
Obtén Ilm X Sen l

x—0 X
Obtén: |im xsen(bx)cot(ax)
x>0 sen(ax)

Encontrar la derivada de las funciones: senx y cosx a partir de la definicion

A partir de la derivada de las funciones seno y coseno, encontrar la férmula para la

derivada de la funcion tangente de x.

Solucién:
X d cos x senx
Sabemos que: = COSX ygue ——=-Senx y como tanx=——
dx dx Cos X
dsenx d cos x
————(cos xX) — ———(senx) ) )
: dtanx d ( senx dx dx COS” X + Sen-x
Se tiene que = = > = .
dx dx \_cos x COS“ X COS” X
d tanx 1
Por lo que =~ =sec’x
dx COS“ X

. d . :
Utilizando ax SenX =CoS X y el teorema de la funcion inversa para la derivada de una
X

- d
funcion obtener M arcsenx en [-1,1]
X
El extremo de una biela que se mueve verticalmente en un motor de combustion interna

es: X(t)= 3sent + 4cost Demostrar que la aceleracion y la posicion son iguales en

magnitud y opuestas en signo.
De una tira de metal de 60 cm. de ancho se quiere formar un canal de seccién

transversal un trapecio isOsceles. ¢Para qué angulo a el area de la seccion es

maxima?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Canal

20

20

Obtener i In+ x)
x—0 X

) i -1\
Determinar [jm (Xj
X— X +1

Un cable telegrafico submarino consta de un alma de cobre, con una envoltura de

material no conductor. Si x representa la razén del radio del alma al espesor de la

: - ) _ 2
envoltura, y se sabe que la velocidad v de transmision varia como: V= X“In(%).

Demostrar gue la mayor velocidad se alcanza cuando X = —

N

9x _ e3x
Obtén: lim
X—0 X

2n

n
Obtén: lim 4(10) _3(10)
2n-1

n—2 3(10)"1+2(10)
Encontrar la derivada de la funcién In(x) a partir de la definicion.

X2 + 2x

Derivar la funcién: y = In, [—
X" - 2X

x2+2x} -2

d
Respuesta: —| In =
{ x?2—2x | x?-4

dx

Obtener los puntos en donde las pendientes de las funciones f(X) =4"y f(X) =2
son iguales.

Angulo de elevacion. El pescador de la
siguiente figura recoge sedal para capturar

Su

desde un punto que estd a 10 pies por
encima del agua. ¢A qué ritmo cambia el
angulo € entre el sedal y el agua cuando
quedan por recoger 25 pies de sedal?

pieza a razén de 1 pie por segundo,
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Solucién:

10

H

. . i
De la figura se tiene: senfl = —
X

. ri_;r - _ pigs
De los datos se sabe que: — cegundo
( Ejd&_ 10dx df 10 de ag 10( 25 ) 3
COSHdr T T xfdr Tdt | % dt “dt 252\ {352_ 102

dﬁ_lﬂ( 1 ) de 2( 1 ) dﬂ_z( 1 )
“dt 25\Je25—100/ dt 5\y525/ dt 5\syzl

de 2 dfé 2421 2 rad
— = L —= H"— A 0.017 —
dt 25421 et 525 dt seg

Unidad 2. La Integral como una Antiderivada

19. Encontrar las funciones F que satisfagan las condiciones dadas para cada caso.

a) F'(x) = 8x2 F(0) = 1 b) F(x) = VX ,F(1)=2
c) F(x) = 14x 3 F(16) = -60 d) F(x) =x? VX ,F(4)=0
20. Calcular la integral indefinida Ix\/x +1dx.

Respuesta:

J.xx/x +1dx= é(x +1)5/2 —%(x+1)3/2 +cC

21. Calcular la integral indefinida I d

Respuesta:

x+1
I—dx =x+2nx-1+c

22. Calcula las siguientes integrales, sin usar tablas de integracion:

.[ secdx, I CscC xdx
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23. Usando el método de integracion por partes, calcular las siguientes integrales:
a) jexsenxdx b) _[ex cos xdx c) _[x(x —1)%dx.

Respuestas:
1 1
a) jexsenxdx = Eex(senx—cosx)+c b) Iex cos xdx = Eex(senx +C0SX)+C

gy < XD (x-1)”
c) Ix(x 1)°dx = S 30 +C

24. Calcular Ixzcosxdx por el método tabular

Solucion:
Esta integral la podemos calcular usando el método de integracién por partes, pero

utilizaremos el denominado método tabular. EI método tabular que presentaremos aqui
hace que las integraciones por partes sean bastante sencillas, en especial en problemas
en los que se tienen que aplicar varias veces. Este método funciona bien en integrales

de la forma

jx”senax dx, Ix”cosax dx y I x"e®dx donde n ¢ N.

Sea u = x* y dv = cosx dx. Luego, se construye una tabla de tres columnas como la

siguiente:
Signos uy sus V'y sus
alternados derivadas primitivas
+ —> ¥ COSX

- — > 2 T senx
+ > 2 \> - COSX
- —> 0 \ - senx

f

Derivar hasta obtener
una derivada nula

La solucién se obtiene sumando los productos: (signo alternado) (u y sus derivadas) (V' y

sus primitivas de las entradas diagonales), es decir,

szcosxdx = (+)x2 senx + (=)(2X)(~Cosx) + (+) 2(=senx) + ¢

= X% senx + 2X cosx — 2senx + ¢

Explicar por qué funciona el método tabular.

25. Usando el método tabular, calcular las siguientes integrales:
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a) I x2e*dx b) I x*senxdx

Respuestas:
a) szexdx =(x*-2x+2)e* +¢

b) .[xssenxdx = - x% cosx + 3x? senx + 6x coSX — 6 senx + C

26. Calcule la siguiente integral j(|x —1)+[2x +]4)dx

_ . 1
27. Calcule la siguiente mtegraIJ' e dx

—4e* +4
28. Calcule la siguiente integral ICOSJ X dx

29. Resuelve las siguientes integrales:

. edx
a O—0Mm=—
) e +2e* +1
b) OVx log x dx
~  dx

) O—
J1+€e

d) \arctgzx dx
1+x

e) Oarctg~/x dx
30. _|'x2 arctg x dx

31. Calcula las integrales siguientes:
1) Oxe * dx

L Xxdx

)0

3x*+2
4) O3 X - 14 dx

6
5) L Xxdx
o X+3

22



32. Crecimiento de arboles. Un vivero de plantas verdes suele vender cierto arbusto
después de 6 afios de crecimiento y cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos

~ . di . ~
6 afos es, aproximadamente, P 1.5t + 5, donde t es el tiempo en afios y h es la

altura en centimetros. Las plantas de semillero miden 12 centimetros de altura cuando
se plantan (t = 0). a) Determinar la altura después de t afios. b) ¢Qué altura tienen los
arbustos cuando se venden?

Solucién:
a) h(t) = [(1.5¢t + 5)dt -~ h(t) =0.75t>+5t+¢
h{0) =0.75(0)* +5(0) +¢
como h(0) =12 ~c=12 ~h(t)=0.75t>+ 5t +12
b) h(6) = 0.75(6)* + 5(6) + 12~ h(6) = 690 centimetros

Unidad 3. La Integral Definida

33. Calcular el area bajo la parabola f(x) = x* - 4x + 5, de 0 a 2, aproximandose mediante
rectangulos por debajo de la curva.

34.Dada A(x) = I:(G—t) dt, determinar A’(x) de las siguientes dos maneras:
a) Usando una interpretacién geométrica

b) Usando Teorema Fundamental del Calculo.
35.Si f esuna funcion diferenciable, f(1) =4, f(2)=6 vy J'fo '(x)dx =5
1

Determinar J'lz f (x)dx

36. Si f es continua en R demostrar que:
a) Si f es par entonces I_a f(x)dx = ZIOaf(x)dx

b) Si f esimpar entonces J:f(x)dx =0

0) j:f(—x)dx = [T (x)dx
b b+c
d) j f(x+c)dx = j f (X)X
e) Demuestra que ‘f:f(x]dx‘ < f:lf(lecix

Determinar

2
f 3 _
) L(x x)dx

4 1
g) J;) (X _1)2 dX
h) j“ldx

03/x-1

37. Suponga que la velocidad de un objeto en m/s esta dada por v(t) =10+8t —t*. Calcular

la distancia recorrida por el objeto durante los primeros 5 segundos.
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38. Sobre la luna la aceleracién de la gravedad es de g = -1.6 m/ seg® En la luna se deja
caer una piedra desde un pefiasco y golpea la superficie 20 segundos después, ¢ desde
qué altura cay6? ¢ Cual era su velocidad en el momento del impacto?

39. Encontrar el area de la regién encerrada por las curvas y =5x,y = x®> —4x.

Solucion:
Las gréficas de estas funciones se intersecan cuando:

x> —4x =5x
x*-9x=0 < x=-3,0,3

Puesto que tenemos dos regiones, el area total esta dada por
Ji[(x3 —4x)—5x] dx+j;[5x—(x3 —4x)} dx =
: ; (-3)' _9(-3)"),(9,qp_(3)'
I_s(x3—9x) dx+J.0 (9X—X3)dX:—[ PR 5(3) -
{81 81} {81 81} 8l ,
=—| ———|4+|=———|=—u
4 2 2 4 2

40. Determinar el &rea de la regién acotada por las curvas

y=x>-6x*+8x y y=x*-4x,enelintervalo [0,4]

2

Respuesta: 761 u

tgx

\/ZSec X

41. Calcular las integrales a) jolxln(x+1)dx y b) _|.05 dx

Respuestas:
a) % b) 2-v2 V2

NA

42. Calcula el volumen del sélido generado al girar alrededor de la recta indicada las
funciones dadas.

a) recta: y=-3 funciones:y =x*y y = 1+x-x*

b) recta: x=-4 funcion: x = 4+6y-2y”

c) recta: eje x  funcion: 2y?*= x(x*-4) (EI primer bucle)
d) recta: eje x Funcion: primer arco de la funcion seno.
e) Calcula el volumen de un elipsoide.

Resuelve los 5 incisos anteriores usando tanto el método de discos como el de capas
cilindricas.
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43. Encontrar el area de la region limitada por el eje x y la gréfica de la funcion
v = xv4 — x, la cual se muestra en la siguiente figura.

Solucién:

=
A =J xV 4 — xdx
o

Haciendo

-

u=v4—x sut=4—x ~2udu=—dx ~dx=—2udu ~x=4—u’;
Six=0,u=2; Six=4, u=0

s ) ) o ]
A= J xw’4—xdx=J (4 — u®) u(—2udu) =2J (u” — 4)u“du

0 2 2

0 ) us w3\ " 32 32 1 1
=2J- (u* — 4ud)du=2|—— 4| — =—2(———)=—e4(———)
, 5 3| 5 3 5 3

2 128
15 15

Unidad 4. Modelos y Prediccion

44. La poblaciébn en un pais estd creciendo en forma directamente proporcional a su
poblacion en ese momento. Si en 2007 su poblacién era de 101 millones y en 2008 es

de 104 millones. Calcular su poblacién para el afio 2024.

Solucién:

Como la rapidez de crecimiento es directamente proporcional a la poblacién se tiene que
d
l = ky
dt

donde t es el tiempo en afios, y es el tamafio de la poblacion en el tiempo t, k la
constante de proporcionalidad.

1

1dy

y dt
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45.

46.

1dy _d(ny)
y dt dt

por la regla de la cadena: =k

integrando con respecto de t: Imdt = Ikdt

Se obtiene Iny=kt+C ,endonde y es mayor que cero (tamafio de la

poblacién en el tiempo t)
Luego se tiene que y =e"C =g

Por lo tanto y = Ae"
Como en el 2007 se tienen 101 millones, se tiene que para el tiempo t =0

101=y=Ae’=A
Para el 2008, t=1 se tiene

104=y =101e"
104
=g
101

In 104 =k =0.03
101
Por lo que, en 2024, t = 17, la poblacién tiene un tamafio de

y — 10le0.03(17)

y = 168.19 millones.

Un cultivo de bacterias comienza con n, = 1000 y al cabo de 2 horas aumenta hasta
2500. Suponer que el cultivo crece con una rapidez proporcional a su tamafio. Calcula el

tamafio de la poblacion a las 6 horas.

Respuesta: 15625 bacterias.

La vida media del radio 226 (282§Ra) es de 1590 afios. Esto quiere decir que la rapidez

de desintegracion es proporcional a la cantidad presente y que en 1590 afios se
desintegra la mitad de cualquier cantidad dada.

a) Si se tiene una muestra de 100 miligramos de (%:Ra), ¢cuantos miligramos se

tendrén después de 1000 afios?
b) ¢Cuanto tiempo se requiere para tener una masa de 30 miligramos?

Respuestas:

a) 65 miligramos b) 2762 afios
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

., d
Resolver la ecuacion =) = X’y

dx

3

X
Respuesta: y=Ae?® , donde A es una constante.

Un cuerpo, a una temperatura desconocida, se coloca en una habitacion en la cual la
temperatura es de 18° (constante). Si después de 15 minutos la temperatura es de 8° y
después de 25 minutos de 12°. Hallar la temperatura inicial del cuerpo.

Una esfera maciza de metal se funde con una velocidad inversamente proporcional a su
radio. Si su volumen se reduce 5% en 20 minutos. ¢En qué tiempo se derretird la
esfera?

La cara de la compuerta de una presa es vertical y tiene la forma de un trapecio is6sceles
de 3m en su parte superior, 4m en su parte inferior y 3m de altura. Calcula la fuerza total
ejercida por la presién del agua en la compuerta.

Un tanque tiene la forma de un tanque circular recto con un didmetro de 4my su eje es
horizontal. Si el tanque esté lleno hasta la mitad de aceite cuya densidad es de 7360 N/m?,
calcula la fuerza total ejercida por la presion del liquido sobre uno de sus extremos.

Un tanque tiene la forma de una semiesfera coronada por un tanque circular recto. El radio
de la semiesfera y del cilindro es de 4 pies y la altura del cilindro es de 8 pies. Si el tanque
esta lleno de agua, calcula el trabajo necesario para vaciar el tanque bombeando el agua a
través de un orificio de salida ubicado en la parte superior del tanque.

Se necesita una fuerza de 500 Ib para comprimir un resorte de su longitud natural de 10
pulgadas hasta una longitud de 9 pulgadas. Determina el trabajo realizado al comprimir el
resorte hasta una longitud de 8 pulgadas.

Encontrar la funcién y si:

a) dy _ X(2x + y)? -2
dx

dy 1
b) =~ =y'-—
dx X
La ley de Torricelli establece que el agua fluird desde una abertura en la parte inferior

del tanque con la misma velocidad que alcanzaria al caer desde la superficie del agua a
., . . dh e
la abertura. Una de las formas de la ecuacion de Torricelli es: A(hjz = —ky/2gh,

donde k es la altura del agua en el tanque, k es el area de la abertura de la parte inferior
del tanque, A(h) es el area de la seccion transversal a la altura b y g es la aceleracion
debida a la gravedad: (g &~ 32 ﬁj. Un tanque semiesférico tiene un radio de 6 pies.

Cuando el tanque esté lleno, una valvula circular con un radio de 1 pulgada se abre en la
parte inferior, como se muestra en la siguiente figura. ¢ Cuanto tiempo es necesario para
que el tanque se vacie completamente?
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— O pies —>1

Solucién:
-1 2
k= (—) w
12
g =32

P+ (y—6) =36 . Ecuacion del tanque
x2=36—(y—6)% ~x?=36—-y2+12y—36 ~x?=—y?+12y

~ ARy =(12h—Rh:)m ... Area de la seccion transversal
A(R) ah _ kiy2gh =~ (12h—h?%) ¢h__ 1 64h
dt g T 1a4”

dh 1 dh 1
a(12h—h?)—=——+Vh =~ (216h— 18R*)— = —h2z
( }dt ] 13( ( }d

1
o (216h— 18R3)h Zdh = —dt - (—z:mhi + 13&5) dh = dt

3 5
1 2 hz h2

J.(—Z'lﬁhz + 1Eh2) dh = J- dt = —216 3 + 18 = =t+c
2 2

3
6 & 3

36 5 3 hz
s h?—144hz =t +c -'.E(BE.F:—?EG} =t+c

Cuandoh =6, t=0 = %{zm —720)=¢ cc= %[—5(}4} nc N 148145

El tanque esta4 completamente vacio cuando h = 0
ot =1481.45 segundos .~ t &~ 24" 41"
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